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Résultat

Conclusions et
perspectives

Sommaire

Contexte

Objectif

Modélisation
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Résultat

Conclusions et perspectives



Présentation pour
le prix IABE

Benjamin Roelants
du Vivier

Contexte

Objectif

Modélisation
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Assuré Assureur

Prime unique en t=0

Fond d’investissement :

Garantie + PB en t=T︸ ︷︷ ︸
en cas de vie

Fair value=valeur en t=0 de...



Présentation pour
le prix IABE

Benjamin Roelants
du Vivier

Contexte

Objectif

Modélisation
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Contrat d’assurance vie à capital différé avec participation
bénéficiaire (PB) sous forme de terminal bonus émis au temps t=0

Un tel contrat consiste, pour l’assureur, en cas de survie de l’assuré à
maturité, à payer un montant fixe C, appelée garantie, plus un bonus et
rien en cas de décès de l’assuré avant la maturité.

Fair value

La fair value en zéro est la valeur que l’assureur doit prévoir en t=0 de
sorte de pouvoir honorer ses prestations futures.

Oui mais comment calculer cette fair
value alors que le futur est par
essence incertain ?
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I Il se pourrait que l’assuré meure avant la fin du contrat ;

I La valeur de la PB est inconnue puisqu’elle dépend de
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Évolution de la variance du fond : ν(t, ω)
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de mortalité Évolution du taux de mortalité : µx(t, ω)
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µx(t, ω)
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µx(t, ω)
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Évolution du taux d’intérêt : r(t, ω)
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FV (t) = EQ

[
(C + PB(T) )exp

(
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t
µx ,u du

)
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(
−
∫ T

t
ru du

)
|Ht
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Résultat

Conclusions et
perspectives

Objectif

Objectif : calculer la fair value du contrat d’assurance vie

Le théorème fondamental du pricing nous livre

FV (t) =

Espérance sous la mesure risque neutre︷ ︸︸ ︷
EQ

(C + PB(T) )exp

(
−
∫ T

t
µx ,u du

)
︸ ︷︷ ︸

de la somme des cashflows (probabilisés)

exp

(
−
∫ T

t
ru du

)
︸ ︷︷ ︸

actualisés

|Ht


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FV (t) = EQ

[
(C + PB(T) )exp

(
−
∫ T

t
ru du

)
exp

(
−
∫ T

t
µx ,u du

)
|Ht

]
I Dépend de l’évolution du fond d’investissement via S(t, ω) et de l’évolution

de la variance de ce fond via ν(t, ω).

I Dépend de l’évolution du taux d’intérêt via r(t, ω).

I Dépend de l’évolution du taux d’intérêt via µx(t, ω).

Il nous reste à modéliser chacun des quatre processus
stochastiques pour pouvoir calculer cette espérance.
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Il nous reste à modéliser chacun des quatre processus
stochastiques pour pouvoir calculer cette espérance.



Présentation pour
le prix IABE

Benjamin Roelants
du Vivier

Contexte

Objectif

Modélisation
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Modèle de Cox-Ingersoll-Ross√
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νtStdW

S
t modèle BG à vol. stoch.

Volatilité : dνt = κ(θ − νt)dt + ξ
√
νtdW

ν
t modèle de CIR

Taux d’intérêt : drt = λ(r t − rt)dt + ηdW r
t modèle de Hull et White

Taux de mortalité dµx,t = ω(µx,t − µx,t)dt + εdW µ
t modèle de Hull et White

avec
EQ[dW S

t dW
ν
t ] = ρS,νdt,EQ[dW S

t dW
µ
t ] = ρS ,µdt,EQ[dW S

t dW
r
t ] = ρS ,rdt

EQ[dW r
t dW

ν
t ] = ρr ,νdt,EQ[dW r

t dW
µ
t ] = ρr ,µdt

EQ[dW µ
t dW

ν
t ] = ρµ,νdt,
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t modèle de Hull et White
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Article (Devolder et Azizieh, 2013)

Risques financiers

• Fonds d’investissement
• Taux d’intérêt stochastique

Risque de longévité
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Article (Devolder et Azizieh, 2013)

Risques financiers

• Fonds d’investissement
• Taux d’intérêt stochastique

Risque de longévité
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Résultat

Conclusions et
perspectives
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Données mortalité
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Résultat

FV F (t) =η
C

(1 + i)T

{
fca,p(−i ; ν, µx , r , x)

2
−

1

π

∫ +∞

0
Re

[
ifca,p(u − i ; ν, µx , r , x)e−iu ln((1+i)T )

u

]
du

}

− ηC

{
1

2
−

1

π

∫ +∞

0
Re

[
ifca,p(u; ν, µx , r , x)e−iu ln((1+i)T )

u

]
du

}
avec

fca,p(u; ν, µx , r , x) = eφ(T−t,u)+ψ1(T−t,u)νt+ψ2(T−t,u)µx,t+ψ3(T−t,u)rt+ψ4(T−t,u)xt

où

Code couleur Modèle Fonction
Heston pour x(t) et ν(t) ψ4(τ, u) et ψ1(τ, u)
Hull et White pour r(t) ψ3(τ, u)
Hull et White pour µx (t) ψ2(τ, u)

φ(τ, u) = +κθ

{
(γ − iuξρS,ν + κ)

ξ2
τ −

2

ξ2
ln

[
(iuξρx,ν − κ)(1− eγτ ) + γ(1 + eγτ )

2γ

]}

+
1

2
η

2

{
(iu − 1)2

λ2
τ −

2(iu − 1)2

λ2

(
1− e−λτ

λ

)
+

(iu − 1)2

λ2

(
1− e−2λτ

2λ

)}
+λr

[
(iu − 1)

λ
τ +

(iu − 1)

λ2

(
e−λτ − 1

)]

+ηρS,r iu

{
a

[
(iu − 1)

λ
τ +

(iu − 1)

λ2

(
e−λτ − 1

)]
+be−cT

[
(iu − 1)

λc
(ecτ − 1)−

(iu − 1)

λ(c − λ)
(e(c−λ)τ − 1)

]}

+

[∫ τ
0
ξη(a + be−c(T−s))ρr,νψ1(τ, s)ψ3(τ, s)ds

]∣∣∣∣
u=(0,0,0,iu)

+
1

2
ε

2

{
τ

ω2
−

2

ω2

(
1− e−ωτ

ω

)
+

1

ω2

(
1− e−2ωτ

2ω

)}
+ωµ

[
−
τ

ω
−

1

ω2

(
e−ωτ − 1

)]
+ερS,µ iu

{
a

[
−
τ

ω
−

1

ω2

(
e−ωτ − 1

)]

+be−cT

[
−

1

ωc
(ecτ − 1) +

1

ω(c − ω)
(e(c−ω)τ − 1)

]}[
+

∫ τ
0
ξε(a + be−c(T−s))ρµ,νψ1(τ, s)ψ2(τ, s)ds

]∣∣∣∣
u=(0,0,0,iu)

+ηερr,µ
{[

(iu − 1)

λ2ω
+

(iu − 1)

λω2
−

(iu − 1)

λω(λ + ω)

]
−
[

(iu − 1)

λω

]
τ −

(iu − 1)

λ2ω
e−λτ −

(iu − 1)

λω2
e−ωτ +

(iu − 1)

λω(λ + ω)
e−(λ+ω)τ

}
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et 

ψ1(τ, u) =
(1− eγτ )(−u2 − iu)

(1− eγτ )(−iuξρx ,ν + κ)− γ(1 + eγτ )

ψ2(τ, u) =
(e−ωτ − 1)

ω

ψ3(τ, u) =
(iu − 1)

λ
(1− e−λτ )

ψ4(τ, u) = iu

,

avec

γ =

√
(iuξρx,ν − κ)2 − ξ2(−u2 − iu)

a =

√
θ − ξ2

8κ

b =
√
ν0 −

√
θ − ξ2

8κ

c = ln


√
ν0 −

√
θ − ξ2

8κ√
θ(1− e−κ) + ν0e−κ −

1

4κ
ξ2(1− e−κ) +

ξ2θ(1− e−κ)2

8κ [θ(1− e−κ) + ν0e−κ]
−

√
θ − ξ2

8κ


.
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Conclusions et perspectives

I Conclusions :

La double généralisation est possible et mène à des expressions
semi-fermées !

Le prix à payer est une grande perte en interprétabilité en raison de la
relative longueur et complexité des expressions.

I Perspectives : Projet de deux articles avec Madame Griselda Deelstra et
Monsieur Pierre Devolder :

• Focus sur la corrélation
• Focus sur la volatilité stochastique
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Le prix à payer est une grande perte en interprétabilité en raison de la
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